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Streszczenie. W wykladzie przedstawiono rézne podejécia do oceny dokladnoéci rozwiazania,
uzyskanego za pomoca podstawowych algorytmoéw optymalizacji globalnej. Wyklad ma charakter
przegladowy i przypomina te rézne podejicia w pewien usystematyzowany sposéb. Oryginalne
pomysly i nigdzie jeszcze nie publikowane twierdzenie podane jest tylko w ostaniej czesci wykladu.

W pozycji LITERATURA podane jest tylko kilka prac, ale przez literature podang z kolei w tych
pracach mozna bez trudnosci dotrze¢ do calej literatury na interesujacy nas temat. Najnowsza
chronogicznie pozycja Pintera (1996) zawiera aktualny wyklad przedmiotu.

WSTEP

Problem jest nastepujacy: dla danej funkcji f : X — R! znalezé liczbe
f* = mingexf(z) oraz/lub punkt z* = argmincxf(z), przyczym min jest
tu rozumiane jako minimum globalne; chodzi wiec nam o taka liczbe f*, zeby
(Vz € X)f(x) > f~ oraz o taki punkt, zeby (Vz € X)f(z) > f(z*).

Bede zajmowal sie tylko niektérymi algorytmami stochastycznymi, a miano-
wicie takimi algorytmami, w ktérych potrafimy oszacowaé dokladnos$é uzyskanego
rozwiazania lub nawet tak nimi sterowaé, zeby uzyska¢ z géry zaplanowang dok-
ladnoéé. Przedstawie tylko trzy podejécia do oceny dokladnosci: prosta metode
Monte Carlo, statystyczna estymacje w zadaniach wieloekstremalnych oraz zagad-
nienie szacowania f* ze z géry zadana dokladnoscia. Zgodnie z natura algorytméw
stochastycznych, wszystkie te oszacowania beda oczywiscie sformulowane w ter-
minach stochastycznych.

ProstAa METODA MONTE CARLO

Metoda pojawila sie po raz pierwszy w pracy Brooksa (19538) i byla szerzej
prezentowana i dyskutowana w dwdch, prawie jednoczesnie opublikowanych, pra-
cach Hooke’a i Jeevsa (1958) oraz Brooksa (1959); bardziej wspélczesna i latwiej
dostepna prezentacje mozna znaleZ¢ w minimonografii Zieliiskiego i Neumanna
(1986). Dokladny opis metody i sformulowanie twierdzenia o dokladnosci uzyski-
wanych za jej pomoca wynikéw jest nastepujace.



Zbior X' argumentéw minimalizowanej funkcji f traktujemy jako zbiér zdarzen
elementarnych pewnej przestrzeni probabilistycznej. Wymaga to albo wprowadze-
nia pewnych ograniczeri na ten zbiér, albo wprowadzenia odpowiedniej definicji
miary. Wprowadzimy ”odpowiednia” miare. Nazwiemy ja A, a jej “odpowiednio$é”
bedzie polegala na tym, ze liczba A(X’) bedzie dodatnia i skoniczona. Jezeli zbiér
A’ jest pewnym ograniczonym obszarem w (wielowymiarowej) przestrzeni R™, to
za A mozemy na przyklad wziaé¢ zwykly miare Lebesgue’a (dlugo$é przedziah
na prostej, pole obszaru na plaszczy?nie, itd). Jezeli X' nie jest ograniczonym
obszarem, np. gdy jest calg przestrzenia R™, za A\ mozemy wzia¢ dowolny rozklad
prawdopodobienstwa na tym zbiorze, np. rozklad normalny. Jezeli X’ jest zbiorem
skoniczonym (co jest typowe dla zadari kombinatorycznych, np. zadania komiwoja-
zera), to moze to by¢ zwykla miara liczaca: wtedy prawdopodobienstwo podzbioru
A C X jest réwne ilorazowi liczby punktéw w zbiorze A i liczby punktéw w zbiorze
A" . Uogdlniajac pojecie rozkladu réwnomiernego bedziemy méwili, ze losowy punkt
X ma rozklad réwnomierny na zbiorze X |, jezeli dla A C X prawdopodobienistwo
zdarzenia {X € A} wyraza sie wzorem

P{XeA}:i‘—((%—

Wszedzie dalej méwiac o rozkladzie réwnomiernym bedziemy mieli na mysli wlas-
nie ten rozktad. Dla P{X € A}, co jak zwykle w teorii prawdopodobieristwa
bedziemy zapisywali takze w postaci P{A4}, bedziemy uzywali réwniez nazwy ”mia-
ra wzgledna zbioru A”.

Prosta metoda Monte Carlo polega na tym, ze ze zbioru X’ losujemy wedlug
rozkladu réwnomiernego i w sposéb niezalezny, N punktéw X, Xo,..., Xny. W
kazdym z tych punktéw liczymy wartoéé funkcji f. Oznaczmy

fi = min{f(X2), £(Xa), .., f(Xn)}
Za rozwiazanie zadania przyjmujemy ten punkt X3, dla ktérego
FXN) =FN
Jak dokladne jest takie rozwiazanie?
WeZmy pod uwage zbidr tych punktéw z € X, w ktérych minimalizowana

funkcja f ma warto$é nie wieksza niz znaleziona wartosé fn- Naturalna miarag
dokladnosci rozwiazania jest miara wzgledna tego zbioru, tzn.

Mz: f(z) < f(XR)}
M&}

Rozwiazanie jest oczywiscie tym lepsze, im mniejsza jest ta liczba, a gdy jest
ona réwna zeru, to rozwiazanie jest tak dobre, ze prawdopodobieristwo znalezienia
lepszego punktu w zbiorze X jest réwne zeru.



Ustalmy dowolnie (mala) liczbe € > 0, zdefiniujmy

_ Ma: fz) <t}
fg-sup{t. VER! Sc}

1 oznaczmy

Ss:{xzf(l')gfe}

Jezeli {X} € S.}, to powiemy, ze minimum globalne funkcji f zostalo zlokali-
zowane z dokladnoscig do zbioru o mierze wzglednej nie wiekszej niz .

Zauwazmy jednak, ze {X3 € S.} jest zdarzeniem losowym. Zadanie zapro-
jektowania algorytmu gwarantujacego zadana dokladno$é polega na tym, zeby
dla danych liczb € oraz v wyznaczy¢ N w taki sposéb, zeby minimum globalne
funkcji zostalo z prawdopodobieristwem réwnym co najmniej v zlokalizowane z
dokladnoscia do zbioru o mierze wzglednej réwnej co najwyzej . Jest to chyba je-
dyna mozliwa interpretacja dokladnosci rozwiazania uzyskanego za pomoca prostej
metody Monte Carlo.

Odpowiedz jest bardzo latwa: N powinno by¢ dowolna liczba calkowita, wiek-
sza od log(l — v)/log(1 — ¢). Np. dla ¢ = 0.001 oraz v = 0.999 otrzymujemy
N = 6905.

Zalety prostej metody Monte Carlo i uzyskanego za jej pomoca rozwiazania
polegaja na tym, ze metoda moze by¢ stosowana praktycznie dla dowolnych zbio-
row X' (skoriczonych lub nie), dla dowolnych (matematyk by sie zastrzegh: dowol-
nych mierzalnych) funkcji f, i przy dowolnych wymiarach zadania.

Wady polegaja na tym, ze o bliskodci rozwiazania X3 do punktu, w ktérym
funkcja f ma minimum globalne, mozemy méwié¢ tylko w terminach wartoéci
funkeji f ("semimetryki generowanej przez funkcje f”). Ponadto to, czy ”male” ¢
jest rzeczywiscie male w olbrzymim stopniu zalezy od wymiaru rozwazanego zada-
nia; bardziej szczegélowe komentarze na ten temat, sformulowane jeszcze przez
Hooksa i Jeeves (1958), mozna znalez¢ w cytowanej juz ksiazce Zielinskiego i Neu-
manna (1986).

ZADANIE WIELOEKSTREMALNE

Wybierzmy sobie jakis lokalny algorytm (deterministyczny lub stochastyczny)
minimalizacji funkcji metoda kolejnych przyblized. Rozumiemy to w ten sposéb,
ze jezeli w pewien sposéb wybierzemy punkt startowy, to kolejno poprawiajac ten
punkt za pomoca wybranego algorytmu lokalnego, osiggniemy minimum lokalne
funkcji. Startujac z innego punktu, osiagniemy byé moze to samo, a byé moze inne
minimum lokalne. Jezeli wybierzemy losowo duzo punktéw startowych, to mozemy
mie¢ nadzieje, ze odkryjemy wszystkie minimam lokalne; wtedy minimum lokalne
o najmniejszej wartosci funkcji bedzie oczywiscie minimum globalnym funkeji.

Przypustmy, ze funkcja f ma (nieznana liczbe) m miniméw lokalnych z7,
x3,...,Z,. Przy ustalonym algorytmie lokalnym, caly zbiér X zostaje podzielony
na m podzbioréw przyciagania poszczegdlnych minimdw lokalnych: ilekroé wys-
tartujemy z pewnego punktu obszaru przyciaggania k-tego minimum lokalnego



xy, tylekro¢ algorytm lokalny doprowadzi nas do tego samego punku zy. Oz-
naczmy przez 6;,6;,..., ...0, miary wzgledne obszaréw przyciagania poszcze-
golnych miniméw lokalnych. Uméwmy sie, ze losujemy N niezaleznych punktéw
startowych o jednakowym rozkladzie réwnomiernym (w wyzej opisanym sensie)
na zbiorze A" . Rozumiemy to w ten sposéb, ze prawdopodobieristwo wylosowa-
nia punktu z k-tego obszaru przyciagania, a wiec i réwniez prawdopodobiedstwo
wykrycia k-tego minimum lokalnego, jest réwne 6. Powstaja naturalne pyta-
nia: 1) jezeli losujemy w opisany wyzej sposéb N punktéw startowych, to ile
wynosi prawdopodobieristwo odkrycia wszystkich miniméw lokalnych oraz 2) jak
duze powinno by¢ to N, zeby prawdopodobienstwo wykrycia wszystkich miniméw
lokalnych (a wiec réwniez dokladnego znalezienia minimum globalnego) bylo réwne
co najmniej pewnej z géry zadanej, bliskiej jednosci liczbie +?

Odpowiedz na pierwsze pytanie uzyskuje sie za pomoca elementarnego rachun-
ku prawdopodobieristwa, ale zalezy ona oczywiscie od (61,6s,...,6m). Z powodu
tej wlasnie zaleznoéci, odpowiedZ na drugie pytanie nie jest latwa. Latwo jest
natomiast udowodnié¢, ze dla kazdego, dowolnie malego ¢ i dla kazdego, dowolnie
duzego N, istnieje takie (61,62, ...,0m,), ze prawdopodobieristwo wykrycia wszys-
tkich miniméw lokalnych jest mniejsze od tego €. Wynika to stad, ze jezeli obszar
przyciagania jakies minimum lokalnego jest bardzo maly, to nawet przy duzym
N mozemy mie¢ znikome szanse na trafienie weri swoim losowym punktem star-
towym. Te trudnos¢ mozna omina¢ w akceptowalny z punktu widzenia zastosowan
sposob, ograniczajac zainteresowania tylko do miniméw lokalnych o niezbyt matych
obszarach przyciagania. Jezeli ustalimy dowolnie mala liczbe 6 i przez & oznaczymy
najmniejsza liczbe catkowita nie mniejszg od 1/4, to najmniejsze N, z prawdopo-
dobieristwem 7 gwarantujace wykrycie wszystkich miniméw lokalnych o obszarach
przyciagania wigkszych niz §, otrzymuje sie ze wzoru

3 (-1 C) (1 ) %)N e K35

j=0

To rozwiazanie uzyskano jednak kosztem nalozenia pewnych warunkéw na liczbe
wykrywanych miniméw lokalnych, a wiec poérednio pewnych warunkéw na liczbe
takich miniméw w oryginalnym zadaniu. Stad juz tylko maly krok do sformu-
lowania tego typu ograniczeri w terminach rozkladu apriori liczby miniméw i
rozkladu apriori parametru (61,6,,...,6,,). Paradygmat statystyki bayesowskiej
pozwala tu na wprowadzenie do rozwazan kosztéw zwiazanych z losowaniem punk-
téw i obliczaniem wartoéci minimalizowanej funkcji f w tych punktach. Szczegdlnie
to ostatnie jest bardzo wazne, bo w praktycznych zastosowaniach pojawiaja sie
problemy minimalizacji funkcji, ktéra nie jest zadana za pomoca formuly matema-
tycznej, ale ktdrej wartoéci mozna obliczaé na przyklad za pomoca odpowiednich
eksperymentéw w skali laboratoryjnyj lub przemyslowej. Znane sa réwniez roz-
wiazania odpowiednich probleméw takze w sytuacji, gdy te oszacowania wartosci
minimalizowanej funkcji sa obarczone bledem losowym. Nie bede tutaj rozwijat tej
problematyki, a zainteresowanych odsylam do wspominanej juz minimonografii
Zielinskiego i Neumanna (1986).



ALGORYTMY HYBRYDOWE

Algorytmy globalne typu prostej metody Monte Carlo pozwalaja na osza-
cowanie bledu rozwiazania, przynajmniej w takim sensie, o jakim méwilismy w
pierwszej czesci. Algorytmy lokalne (wszelkiego rodzaju metody kolejnych przybli-
zen, np. typu simulated annealing, zwykle nie daja takich mozliwoéci, a wszystko,
co sie czasami daje tu uzyskaé to twierdzenia o zbieznosci, co z punktu widzenia
praktycznych zastosowan jest jednak malo uzyteczne. Wysitkom skierowanym na
uzyskanie oszacowan dokladnosci rozwiazania towarzyszy zazwyczaj wprowadzanie
réznych zalozen o funkeji f. Okazuje sie jednak, ze gdy tych zalozen jest zbyt duzo,
efektywniejsze sa metody deterministyczne, patrz np. Nowak (1988). Na tym tle
obiecujaco prezentujg sie réznego rodzaju algorytmy hybrydowe, bedace pewna
kombinacja algorytméw lokalnych z algorytmami czysto globalnymi. Najprostszy
schemat takiego algorytmu ma postaé ciagu kolejnych przyblizen postaci

~ {5n, jezeli £(&) < f(zn),
Tntl =

Tn, W przeciwnym przypadku

gdzie "kandydat” &, na kolejne, lepsze przyblizenie, jest punktem losowym w zbio-
rze X o rozkladzie prawdopodobieristwa Q,(-) postaci

Qn(") :.anQn,l(') + 14— an)QnQ('lAn)

Tutaj Qn.1(-) jest ciagiem rozkladéw prawdopodobieristwa odpowiedzialnym za
globalne przeszukiwanie zbioru X' , natomiast @, 2(-|.4,) jest ciagiem rozkladéw
warunkowych, warunkowanych calg dotychczasows historia procesu kolejnych przy-
blizeri, opisana przez o-cialo A, (w szczegdlnym przypadku deterministycznych
algorytmow lokalnych, tzn. rozkladéw zdegenerowanych). Tego typu algorytmy
byly juz analizowane w ksiazce Zielinskiego i Neumanna (1986), a zachecajace
eksperymenty z taka globalizacjg algorytmu simulated annealing sa opisane w
pracy Zieliiskiego (1993).

ESTYMACJA Z ZADANA PRECYZJA

Jezeli X1,Xs,...,Xn,... jest ciagiem niezaleznych punktéw losowych o roz-
ktadzie réwnomiernym na zbiorze X , to ciag Y1 = f(X1), Yo = f(X2),...,V, =
f(Xn),. .. jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie,
przy czym f~ jest dolng granica nosnika tego rozkladu. Ciag

Yiny = min{¥i, Ya,. .., Yn}

zbiega z prawdopodobieristwem 1 do f*. Oznacza to, ze z prawdopodobieristwem
1 dla kazdego ¢ istnieje taka liczba N, e jezelin > N;, to Yi,,) < f* +e¢.
Wyobrazmy teraz sobie, ze na réwnoleglych procesorach mozemy zrealizowaé
pewng liczbe, powiedzmy &, niezaleznych kopii ciagu X1, Xo,..., Xn,..., a w kon-
sekwencji k niezaleznych kopii ciagu Yin), n = 1,2,... Oznaczmy te kopie przez
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%)7 n=12..j=12... k Kazda kopia Y, ,j = 1,2,...,k, z prawdopo-
dobienstwem 1 zbiega do f*, a wiec wszystkie te kopie musza sie kiedy$ spotkac.

Moéwiac dokladniej: oznaczmy przez p,, jaka$ miare rozrzutu liczb }(Jn )» np. niech
P = ma:n{Y(Zz),j =1,2,...,k} ~mz‘n{y({l),j =1,2,...,k}

Oczywiscie p, — 0 z prawdopodobienistwem 1, i jezeli wszystkie kopie znajda sie

w koricu w e-otoczeniu punktu f*, to wtedy réwniez p, bedzie mniejsze od €.
Liczby f* nie znamy, wiec nie potrafimy powiedzieé, jak jeszcze daleko sa

od niej procesy kolejnych przyblizen Y(’n ) J=12,...,k. Ale liczby p,, mozemy

>

obserwowac. Czy z faktu, ze p, jest juz bardzo male wynika, ze procesy ¥ (;2), j =
1,2,...,k, zblizyly sie juz do swojej granicy f*, a wiec ze estymator

Juz dobrze przybliza poszukiwana liczbe f* ? Okazuje sie, ze czasami mozna na to
odpowiedzie¢ pozytywnie.
Zdefiniujmy nastepujaca regule zatrzymania:

N =min{n > ng : p, < 6}

gdzie ng € {1,2,...,} oraz § > 0 sa pewnymi ustalonymi liczbami.

Oznaczmy przez Fy dystrybuante rozkladu zmiennej losowej Y = f(X ), gdzie
X jest punktem losowym o rozkladzie réwnomiernym na zbiorze X .

Mozna udowoni¢ nastepujace lemat i twierdzenie:

Lemat. Dla ustalonych ng € {1,2,...,} oraz § > 0, prawdopodobieristwo
P{N < o0} =1.

Twierdzenie. Jezeli spelnione jest nastepujace zalozenie:

[T

(2) e>0) nle)= sup (Fy(y+c)~Fr(y) <

—oo<Yy<oo

to dla kazdego ¢ > 0 i dla kazdego v € (0, 1) istnieje regula zatrzymania N (tzn.
istnieja ng, k,d) taka, ze

P{fy—f <e}>1-4

Lenat orzeka, ze proponowa procedura réwnoleglych obliczen z prawdopodo-
bienistwem 1 zakoriczy sie w skoriczonym czasie, a twierdzenie, 7e z zadanym z
géry prawdopodobieristwem blad oszacowania minimum globalnego f* funkcji f
nie przekroczy zadanej z géry liczby e. Poniewaz ani lemat ani twierdzenie nie byty
jeszcze nigdzie publikowane, podamy krétki szkic dowodu.



Dowdéd lematu (Szkic)

P{N=oo}:P<ﬂ{pn>5})

TL=1T71g

= lim P{pny > 6,0ne+1 > 6,...,p0m > 6}
M—oo

< lim P{pym > 6}
M—o0

< i P (o0 ) > 7 49)
— Tz _ _ _ * MK .
= lim_ [1 (1= {1 = Fy(f* +6)}™) ]vo

O

Dowdd twierdzenia (Szkic)
Ustalmy & > 0 takie, zeby n(d) < % Wybierzmy ng oraz t (naturalne) w taki
sposéb, zeby
1

2<ng <t< —
=70 =" 000

Oznaczmy

t . o}
Pi=> P{fi-f">eN=n}, P=) P{fi-f >eN=n}

N=ng n=t
i zauwazmy, ze

oo
P{fx—f">e}=> P{fi-f >, N=n}=P +P
n=7ig
Idea dowodu polega na tym, zeby wykazaé, iz przy zalozeniach twierdzenia, P, <
v/2 oraz P, < v/2. Fakt, ze P; < 7/2 oznacza, iz proces nie zatrzyma sie zbyt
szybko, a fakt P, < /2, ze proces nie zatrzyma sie zbyt daleko od f*. Do udowod-
nienia tych faktéow wystarcza bardzo grube oszacowania.
Dla P, mamy oszacowanie

t
P< ) P{N=n}=P{N<t}=

n=ng
t t
=P{ U {anJ}} <> P{pn <8}
n="1ig n="ng
Z definicji p,, jest rozstepem w ”proébie losowej” ’((Tf)), Y((Tf)), ey }"((nk)), w kté-

rej niezalezne i jednakowo rozlozone obserwacje Y(Ef)) maja rozklad o dystrybuancie
okreslonej wzorem

Gnl(y) = P{Y{}) <y} =1-[1- Fy(y)]"

n)
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Zatem

P{pn <6} = k / Gz +6) — Co(@)]* dGin(zr)
0
Dla réznicy w nawiasie klamrowym pod znakiem catki mamy

Gn(z +6) — Gn(z) <n(Fy(z +6) — Fy(z)) [1 - Fy(z)]""
<n-n(6)[1 - Fy(z)]""

Zatem -
P{pn <6} < knkn"”(‘”/ [1- Fy@)]"" " dFy (z)
0
_ kn*n1(9)
T kn-1)+1
Stad

i

kn*n*~1(6) k-1 n
P < < [tn(8 —_—
b= nok(n—l)-i—l’{n()] Zn—H%

n—

t

=Tnip

a szacujac ostatnig sume z géry przez 2t otrzymujemy
P <2t [tn(8)]"

Korzystajac z tego, ze

fo = min min }'_'i(] )
1<j<k1<i<n

otrzymujemy i
Plfp—f >el=[1-F(f +e)]™

i stad oszacowanie

PB= Y P{fi-f>eN=n}< > P{fi-f >¢
n=t+1 =41

ey kT L= By (7 et

Snzzm (-F+al) = 1-[1-Fy(f*+o)

Ostatecznie

[1— Fy(f* +¢))*0t+Y
1—-[1=Fy(f<+e)]

P{fx—f*>e} <2t[tn(®)" " +

Dla ustalonych ¢ oraz ¢, takich ze 0 < tn(é) < 1, zawsze mozna znalezé k takie,
zeby
P{fo—f">¢e}<v

co konczy dowdd twierdzenia. O



rzedstawiona tu idea wykorzystania réwnoleglych obliczen do uzyskania za-
danej z géry dokladnosci rozwiazania jest bardzo atrakcyjna, ale niestety na razie
wynik ma charakter tylko teoretyczny (twierdzenie egzystencjalne).
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