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1. Wstep.

Algorytmy genetyczne (GA - genetic algorithms) sa od wielu lat z duzym
powodzeniem stosowane do rozwigzywania wielu probleméw z réznych dziedzin nauki i
techniki, takich jak np. optymalizacja, badania operacyjne, genetyka, sztuczna inteligencja,
przetwarzanie obraz6éw czy nauki spoleczne (zestawienie zastosowan mozna znaleZé w [1]).
Przekonanie o efektywnodci i sile GA wynika gléwnie z do§wiadczert symulacyjnych, choé
wielu badaczy prowadzi prace nad teoretycznym uzasadnieniem poprawnoSci algorytmu.
Pierwsze prace na ten temat podjal Holland. Wprowadzil on pojgcie schematu i sformutowat
tzw. ‘"twierdzenie o schematach" nazywane rOwniez "podstawowym twierdzeniem
algorytm6éw genetycznych". W polaczeniu z tzw. “hipoteza cegielek" stanowi ono
podstawowy aparat, przy pomocy ktérego ttumaczy si¢ mechanizmy dzialania i przyczyny
efektywnoSci GA. Holland podjal takze prébe iloSciowego oszacowania efektywnoSci GA.
Podal on mianowicie oszacowanie liczby schematéw, kifre sg przez algorytm przetwarzane

efektywnie.

Z punktu widzenia zastosowart GA, efektywno$¢ wydaje si¢ by¢ najwazniejszym
czynnikiem warunkujacym jego uzyteczno$C. Blizsza analiza wynikéw otrzymanych przez
Hollanda nasuwa pewne watpliwoSci. Niniejszy artykul ma na celu przedstawienie tych
watpliwosci oraz wynikajacych z nich wnioskow.

2. Twierdzenie o schematach.

W niniejszym paragrafie zostaly przypomniane podstawowe pojecia dotyczace
algorytmu genetycznego. Oméwione zostaly rOwniez stosowane w tekScie oznaczenia.
Przytoczono twierdzenie o schematach.

Algorytm genetyczny operuje na populacji (zbiorze) chromosoméw (ciagéw
kodowych). Chromosomy sa ciggami genéw (alleli) mogacych przyjmowaé wartosci
oznaczone symbolami okreSlonego alfabetu. Bez utraty og6lnoSci rozwazafi przyjmiemy
alfabet dwdjkowy V={0,1}. Chromosomy oznaczane b¢da wielkimi literami alfabetu
taciriskiego z ewentualnym dolnym indeksem, za$§ ich elementy odpowiednimi matymi
literami z dolnymi indeksami okreS§lajacymi ich pozycj¢ w ciagu. Przykladowo ciag:

A=10010
moze byC symbolicznie przedstawiony nast¢pujgco:

A=a,a,aa,a,
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Schemat jest wzorcem opisujacym podzbiér chromosoméw podobnych ze wzglgdu na
ustalone pozycje. Ztozony jest z symboli rozszerzonego alfabetu V'={0,1,*¥}. Symbol "*"
oznacza, 7ze na danej pozycji ciagu moze wystgpowa¢ zar6wno symbol "0" jak i "1".
Schematy réwniez oznaczane bgda wielkimi literami alfabetu laciriskiego z ewentualnymi
indeksami dolnymi. Przyktadem schematu moze byé nastepujacy ciag symboli alfabetu V'

H=*(*1*

Jezeli chromosom posiada na wszystkich pozycjach odpowiadajacych pozycjom
ustalonym (r6znym od "*") schematu dokladnie takie same wartoSci gen6w jak schemat, to
méwimy, ze chromosom jest reprezentantem shematu. Na przyklad chromosom A jest
reprezentantem schematu H, poniewaz warto$ci genéw a, i a, sa réwne warto§ciom na
pozycjach ustalonych schematu H — odpowiednio h, i h,.

Kazdy schemat scharakteryzowany jest liczbowo przez dwa parametry: rzad i
rozpieto$¢. Rzad schematu, oznaczany przez o(H), jest rowny liczbie jego ustalonych pozycij,
czyli liczbie symboli réznych od "*". Przyktadowo rzad schematu H wynosi 2. Rozpigto$¢

schematu, oznaczana przez &(H), jest odlegloscia migdzy dwiema skrajnymi pozycjami
ustalonymi. Przyktadowo rozpigto§¢ schematu H wynosi 4-2=2.

Zal6zmy, ze dany jest algorytm genetyczny z prostym Krzyzowaniem i mutacja.
Oznaczmy przez A(t) populacjg ztozona z chromosoméw A, j=1,...,n, w chwili (pokoleniu) z.
Zat6zmy réwniez, ze w populacji A(r) znajduje si¢ m=m(H,t) reprezentantéw danego
schematu H. Zajmiemy si¢ teraz oszacowaniem, jaka jest oczekiwana liczba wystapiefi
schematu H w populacji A(t+1).

Podczas reprodukcji chromosomy sa kopiowane do nowej populacji z
prawdopodobiefistwem proporcjonalnym do ich przystosowania rownym p, = f,./z f;. Po
zakoniczeniu tej operacji mozemy oczekiwaé wystapienia m=m(H,t+1) reprezentant6w
schematu H w populacji t+ 1. Oczekiwana liczba schematéw wynosi:

E[m(H,t+1)]= m(H,t)%I—)— *

gdzie: f(H) - Srednie dopasowanie wszystkich chromosom6w populacji A(z) bedacych
reprezentantami schematu H,

j_f — §rednie dopasowanie populacji A(t), f: -1—2 f(A),
E[.] oznacza warto$¢ oczekiwang.

Powyzsza zalezno$¢ oznacza, ze oczekiwana liczba wystapiert schematu H w populacji ¢+1
wzroénie, jezeli §rednie przystosowanie wszystkich jego reprezentantéw jest wigksze niz
§rednia dopasowania calej populacji. Goldberg [1] pisze: "Pod wzglgdem jako$ciowym
wplyw reprodukcji na schematy jest oczywisty: schematy "lepsze" od przecigtnej
rozprzestrzeniaja si¢, a "gorsze" — zanikaja".

Po zakoficzeniu reprodukeji (selekcji) nowa populacja poddawana jest krzyzowaniu.
Poniewaz chcemy ustali¢, jaka jest oczekiwana liczba reprezentanéw schematu H w populacji
t+1, interesuje nas jaki wpltyw bedzie miato krzyzowanie na schematy. Nie trudno zauwazy¢,
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7e jezeli punkt podziatu krzyzowanych chromosom6w wypadnie pomigdzy skrajnymi
pozycjami schematu, to zostanie on zniszczony, o ile krzyzowane chromosomy beda
posiadaty rézne warto§ci genéw na pozycjach ustalonych schematu. Pomijajac ten szczeg6lny
przypadek, mozna prawdopodobiefistwo zniszczenia schematu w czasie krzyZowania wyrazié¢
jako zalezno§¢ miedzy rozpigto$cia schematu a dlugoscia chromosomu: MH)/(1-1). Po
uwzglednieniu prawdopodobieristwa krzyzowania D.s dolne oszacowanie
prawdopodobiefistwa przezycia schematu mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

D, & == ——=
sc pC l 1

Po krzyzowaniu, populacja poddawana jest mutacji. Aby schemat H przezyl mutacje,
musza sie zachowaé wszystkie jego pozycje. Poniewaz prawdopodobieristwo zmiany genu
wynosi p, a mutacje na poszczeg6lnych pozycjach chromosoméw s statystycznie
niezalezne, zatem przwdopodobieiistwo przezycia mutacji wynosi:

o(H)

psm = (1 _I)m)
Co mozna dla matych warto$ci p_ przyblizy¢ wyrazeniem 1-o(H)p,,.

Ostatecznie, oczekiwana liczba reprezentantéw schematu H w pokoleniu A(z+1)
spetnia nieréwnoS¢:

E[(m(H,t+1)]> 111(H,t)f—(7H—)—(1 =1y %—(_—I!ll - o(H)pm)

Powyzsze oszacowanie zostalo nazwane twierdzeniem o schematach. Zostato sformutowane i
udowodnione w [2], bardziej szczeg6towy dow6d od przytoczonego powyzej mozna znaleZé
réwniez w [1] 1 [3].

3. Liczba schematéw efektywnie przetwarzanych przez GA wg Hollanda.

W niniejszym paragrafie przedstawiono oszacowanie liczby schematéw, bioracych
efektywny udzial w przetwarzaniu, otrzymane przez Hollanda, a podane w [1] i [4]. Wynika
ono bezpoSrednio z interpretacji twierdzenia o schematach. Oszacowanie to mowi, ze w
algorytmie genetycznym, operujacym na populacji n chromosoméw, z prostym
krzyzowaniem i niewielkim tempem mutacji, w kazdej iteracji efektywnie przetwarzanych
jest Cn’ schematéw. Holland nazwat to zjawisko mianem ukrytej réwnoleglosci (intrinsic
parallelism). Prze§ledZmy teraz tok rozumowania prowadzacy do wyzej wymienionego
wyniku, przedstawiony w [1].

Rozwazmy GA dzialajacy na populacji n chromosoméw o dlugoSci I, z prostym
krzyzowaniem i malym tempem mutacji. Poszukujemy liczby schematéw, ktérych
reprezentacja w populacji zwigksza si¢ w pozadany wykladniczy spos6b. Interesuja nas zatem
schematy o prawdopodobieristwie przetrwania wigkszym lub réwnym od stalej p,, czyli
schematy o rozmiarze:

L<(1=-p)(l-1)+1
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przy czym rozmiar schematu jest réwny 8,+1 (rozpi¢to$¢ +1).

Liczba mozliwych schematéw o rozmiarze nie wigkszym od [, ktére moga by¢
reprezentowane przez chromosom o dtugosci I wynosi

2670 (1-1,+1)

Aby zapewni¢ niepowtarzalno$¢ schematéw w populacji przyjmijmy wielko§¢ populaciji
réwng

n=2%?

Biorac pod uwage fakt, ze liczby schematéw wyrazaja si¢ wsp6tczynnikami dwumianowymi,
dochodzimy do wniosku, ze polowa z nich jest rzgdu wyzszego niz /2. Zatem dolne
oszacowanie liczby réznych schemat6w jest nastgpujace:

n, >n(l-1,+1)2"7
Uwzgledniajac wybrang szczeg6lna wielko$¢ populacji otrzymujemy zaleznoSC:

-1+’
ns=~———( 154 e =Cn’

Powzsza zalezno§¢ jest przedmiotem dyskusji dalszej czgsci artykutu.

4. Przyklad.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawiony przyklad dzialania algorytmu
genetycznego, na podstawie ktérego w dalszej czeSci dokonamy analizy zagadnie
oméwionych w punktach 2 i 3. Bedzie nim zadanie znalezienia maksimum funkcji
kwadratowej f{x)=x", w dziedzinie x={0,1,...,31}. |

Dla celéw analizy wystarczajace jest przyjecie, ze populacja A sklada si¢ z czterech
chromosoméw o dtugosci I=5. Dziedzina funkcji reprezentowana jest w postaci dwoéjkowej
liczby catkowitej. Funkcja posiada maksimum w punkcie 11111, = 31,, wynoszace 961.

Zat6zmy, ze wylosowano nast¢gpujaca populacje poczatkowa:

A,=01101
A,=10000
A,=00101
A,=10110

Dopasowanie poszczegdlnych osobnikéw wynosi:

flA,)=f101101,)=13’=169
flA,)=16"=256
flA,)=5"=25
flA,)=22"=484
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Srednie dopasowanie populacji ? =233.5

Rozwazmy schematy: H,=****0 i H,=*1*** Schemat H, jest reprezentowany przez
chromosomy A, i A,, a schemat H, przez chromosom A,. Dopasowanie schematéw (Srednie
dopasowanie ich reprezentantéw) wynosi:

f(H,)=(484+256)2=370
f(H,)=169

Poniewaz schematy posiadajg ten sam rzad o(H)=1 i rozpigto§¢ &(H)=0, zatem biorgc pod
uwage mate prawdopodobiefistwo mutacji mozemy poming¢ wplyw krzyzowania i mutacji na
rozprzestrzenianie si¢ schematéw w populacji. Zatem oczekiwana liczba wystapien
schematéw w nastgpnej populacji jest w przyblizeniu opisana réwnaniem (*). Na tej
podstawie stwierdzamy, ze schemat H, ma f{H,)/f(H,)=2.189 razy wigksze szanse przetrwania
niz H,. Co wigcej, stosunek dopasowania schematu H, do Sredniego dopasowania calej
populacji wynosi 1.585, a schematu H, tylko 0.723. Wnioskujemy stad, ze oczekiwana liczba
reprezentantéw schematu H, wzro$nie w nastgpnym pokoleniu, a liczba reprezentantéw
schematu H, zmaleje.

Poréwnajmy analizowane schematy z poszukiwanym rozwiazaniem. Latwo zauwazy¢,
ze rozwigzanie jest reprezentantem zanikajacego schematu H,, natomiast nie jest
reprezentantem rozprzestrzeniajacego si¢ schematu H,.

5. Dyskusja.

Przyklad przedstawiony w p.4 mial zilustrowaé Zrédio watpliwoéci dotyczacych
poprawno$ci rozwazari Hollanda na temat efektywnoSci przetwarzania GA i tzw. ukrytej
réwnoleglo$ci. Istotnie, jezeli przyjrzymy si¢ schematom H, i H, pod katem twierdzenia o
schematach i rozwazan z p.3, to dochodzimy do wniosku, ze wzrost oczekiwanej liczby
reprezentantéw H, i spadek liczby reprezentantéw H, jest zgodny z oczekiwaniami. JeSli
jednak wzia¢ dodatkowo pod uwage rozwigzanie problemu i jego relacje ze schematami,
stwierdzamy, ze zaden z rozpatrywanych schemat6w nie moze by€ uznany za przetwarzany
efektywnie. A to jest niezgodne z tezami z p.3.

Skad bierze si¢ ta niezgodno$§¢? Ot6z Holland formutujac swoje wnioski na temat
efekftywnoSci przetwarzania schematéw przez GA, niejawnie zalozyl, ze schemat jest
efektywnie przetwarzany witedy, gdy oczekiwana liczba jego reprezentantéw w nastgpnym
pokoleniu ro$nie wyktadniczo, zgodnie z twierdzeniem o schematach. Czy jest to stuszne
zatozenie? Nie, poniewaz wzrost liczby reprezentantéw schematu danego typu, nie musi by¢
bezpoSrednio zwigzany z jego relacja do poszukiwanego rozwigzania problemu. Innymi
stowy, spodziewany wzrost lub spadek oczekiwanej liczby wystapieri danego schematu w
nastepnej populacji nie zalezy S$ciSle od poszukiwanego rozwigzania problemu. Aby to
przeanalizowa¢ blizej wprowadzimy na uzytek niniejszego opracowania nastgpujace definicje
efektywnoSci przetwarzania schematéw.

1. Schemat jest przetwarzany efektywnie, jezeli:

rozwigzanie jest reprezentantem schematu i spodziewana liczba reprezentantéw
schematu wzro$nie w nastgpnym pokoleniu
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lub
rozwiazanie nie jest reprezentantem schematu i spodziewana liczba reprezentant6w
schematu zmaleje w nastgpnym pokoleniu

2. Schemat jest przetwarzany nieefektywnie, jezeli:
rozwiazanie jest reprezentantem schematu i spodziewana liczba reprezentantéw

schematu zmaleje w nastgpnym pokoleniu

lub
rozwiazanie nie jest reprezentantem schematu i spodziewana liczba reprezentantéw
schematu wzro$nie w nastgpnym pokoleniu

W §wietle przyjetych definicji rozpatrywane schematy H, i H, nie sg przetwarzane
efektywnie. Przykladem schematu przetwarzanego efektywnie moze by¢ H =1****, Posiada
on podobnie jak H,, dwéch reprezentantéw A, i A,, a zatem réwniez takie samo dopasowanie i
prawdopodobieristwo przetrwania (czyli oczekiwany wzrost liczby wystapieri w populacji).

Mamy wiec dwa schematy o jednakowych parametrach (rzgdzie i rozpigto$ci) i
oczekiwanym wzroScie liczby wystapieii w nastgpnej populacji ale o diametralnie r6znej
efektywno$ci ich przetwarzania. Mozna stad wysnu¢ wniosek, iz $rednie dopasowanie
schematu (a wigc wzrost lub spadek liczby wystapieri schematu) nie zawsze ma zwiazek z ich
znaczeniem dla poszukiwanego przez GA rozwigzania.

Mozna wskaza¢ jeszcze inne schematy, ktére bgda przetwarzane nieefektywnie:

H =*0***, reprezentanciA,, A, A,, f(H,)=255, f(H,,)/J_‘=1.092,
H=**1** reprezentanciA, A, A, flH,)=196.7, f(HS)/?=O.842,

oraz efektywnie:
H, =***1*, reprezentant A, f{H,)=484, f(H)/ f =2.073.

Poréwnajmy teraz dwa schematy, ktére uznaliSmy za przetwarzane efektywnie H, i H,. Latwo
zauwazyC, ze dla rozwigzania problemu wigksze znaczenie ma schemat H, niz H,. Ma on
jednak mniejsza oczekiwang liczbe wystapieft w nastgpnej populacji, jest wigc przetwarzany
"mniej efektywnie" niz H,. Wynika stad, ze wprowadzone powyzej definicje efektywnoSci
przetwarzania schematéw nie uwzglgdniaja wszystkich czynnik6w na nia wplywajacych.
Definicje nalezatoby rozszerzy¢ tak, aby uwzgledni¢ wlaciwosci funkcji dopasowania i
spos6b zakodowania jej dziedziny w chromosomie. Dla funkcji nieliniowych, ktére sg
najczgéciej przetwarzane przez GA, nie jest to tatwe, jezeli w ogéle mozliwe. Efektywnos$¢
przetwarzania schemat6w zalezy zatem od samego zadania i sposobu aplikacji algorytmu
genetycznego do jego rozwigzania. Nie mozna wigc poda¢ uniwersalnej zaleznoSci opisujacej
ilo§¢ efektywnie przetwarzanych schematdw.

Nasuwa si¢ pytanie, jak to si¢ dzieje, ze czg§€ schematOw gorzej pasujacych do
rozwigzania jest lepiej propagowanych do nastgpnej populacji niz schematy lepiej pasujace i
na odwrot?

Przyjrzyjmy si¢ ponownie schematom H, i H, Stwierdzili§my wyzej, ze nie sg one
przez algorytm przetwarzane efektywnie, gdyz nie sa reprezentowane przez rozwigzanie i
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posiadaja przystosowanie wyzsze od Sredniego dla calej populacji. Popatrzmy teraz na
reprezentantéw obu schematéw. Oba schematy reprezentowane s3 przez chromosomy A, iA,
Chromosomy te sa réwniez reprezentantami schematu H=1****  dzigki ktéremu uzyskuja
wysoka warto§é dopasowania. Popatrzmy teraz na schemat H, ktérego jedynym
reprezentantem w danej populacji jest chromosom A,. Zwr6¢my uwage, Ze na najbardziej
znaczacej (w sensie postawionego problemu) pozycji tego chromosomu wystgpuje zero, przez
co chromosom, a razem z nim schemat H,, otrzymuje niewielka warto$¢ dopasowania.

OdpowiedZ na wyzej postawione pytanie mozna zatem ujaC nastgpujaco. Wszystkie
schematy sa czescia reprezentujacych je chromosoméw, ktérym przypisywana jest warto$¢
dopasowania. Jezeli wigc chromosom otrzyma wysoka oceng dopasowania, to ta ocena staje
sie udziatem wszystkich schemat6w, ktére mozna do niego dopasowa¢, zaréwno tych, ktére
dobrze pasuja do rozwiazania, jak i tych, ktére do niego nie pasuja, i na odwrot. Jezeli
chromosom otrzyma niska ocen¢ dopasowania, to ocena ta rzutuje na wszystkie zawierajace
go schematy "dobre" i "zle". Wynika stad niezbicie, ze nie mozna w ogéle mowiC, ze
algorytm genetyczny przetwarza schematy. On przetwarza tylko i wylacznie chromosomy,
ktére sg nierozerwalnymi zbiorami informacji o potencjalnym rozwiazaniu zadania.

6. Whnioski.
Na podstawie powyzszych rozwazaii mozna sformutowac nastgpujace wnioski:

I. Fakt wzrostu oczekiwanej liczby wystapieri okre§lonego schematu w nastgpnej populacji,
nie §wiadczy o jego efektywnym przetwarzaniu przez algorytm genetyczny.

II. Co wiecej, nie ma sensu méwié o efektywnosci przetwarzania schematéw, kt6re stanowia
oderwang cze$¢ rzeczywistych danych, na ktérych operuje algorytm.

III. GA przetwarza cale chromosomy, w ktérych zakodowane informacje o poszczeg6lnych
cechach fenotypu, sa ze sobg nierozerwalnie zwigzane; nie mozna zatem mowi¢ o
istnieniu ukrytej réwnolegloéci algorytmu genetycznego i prztewarzaniu przez niego cn’
schemat6w, a jedynie o przetwarzniu n chromosoméw (przy czym n oznacza liczbg

osobnik6w w populacji).

IV. Twierdzenie o schematach ujmuje jedynie statystyczny zwigzek pomiedzy liczbg
wystapien okre§lonego schematu w kolejnych populacjach; ukryta réwnolegto$¢ wynika z

" jego blednej interpretacji.

V. Wtasciwosci GA opisane w dwdéch ostatnich akapitach poprzedniego rozdziatu sg Zr6diem
zaniku w populacji informaciji istotnych z punktu widzenia poszukiwanego rozwiazania i
wzrostu iloci informacji nieistotnych, a wigc sa waznym czynnikiem wplywajacym na
globalng efektywnoS$¢ algorytmu.

VI. Koncepcja schematéw jest dobrym narzgdziem statystycznej analizy algorytmu
genetycznego i niektérych zjawisk w nim zachodzacych. Watpliwe jednak wydaje sig aby
mozna bylo przy jej pomocy wytlumaczyé prawdziwe przyczyny efektywnosci i
krzepkoS$ci algorytmu.
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7. Podsumowanie.

W artykule przeanalizowano twierdzenie o schematach i wynikajace z niego
oszacowanie Hollanda dotyczace liczby efektywnie przetwarzanych przez GA schemat6w. Na
podstawie kontrprzykladéw przedstawiono watpliwosci wiazane z tym oszacowaniem.
Wykazano, ze GA nie przetwarza schematéw (gdyz sa one jedynie abstraktem — narzgdziem
analizy dziatania algorytmu) ale stanowigce nierozerwalna cato§¢ chromosomy. Otrzymane
wnioski rzutuja na inne zagadnienia zwiazane z analiza sposobu dzialania i Zrédet
efektywnoSci algorytmu genetycznego, szczeg6lnie na tzw. hipotez¢ cegielek oraz minimalny
problem zwodniczy.

Znaczenie otrzymanych wniosk6w wynika z dotychczasowego rozumienia dzialania
GA opartego na tezie o istnieniu "ukrytej réwnolegto$ci". Autorzy piszacy o GA powszechnie
uzywaja terminu "przetwarzanie schematéw" w réznych formach. Znajduje to odbicie
zar6wno w sposobie stawiania probleméw, ktére rozpatruja, jak i w sposobie podejscia do ich
rozwiazania. Dlatego niniejsze rozwazania i ich wyniki wydaja si¢ by¢ do$¢ istotne.
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